JESUS VEGAS ASENSIO

Pl e
_—

e g

-
.
: e,

Catedrético de la Universidad Complutense de Madrid

EL RIESGO ACTUARIA

Operaciones de seguro de vida

7 AMOS a distinguir a este
\’ respecto los siguientes con-
ceptos:

a) Riesgo actuarial en sentido
amplio, derivado de la presencia de
alguno de los tres elementos de ca-
rdcter aleatorio de las operaciones de
seguro: si acaece 0 no el siniestro; el
importe del mismo y la fecha de su
ocurrencia (elemento temporal).

b) Riesgo actuarial en sentido es-
tricto, asociado a la dispersién (en lo
que sigue tomaremos la varianza
como medida de dispersion) de la va-
riable aleatoria correspondiente a la
diferencia entre los valores actuales
de las prestaciones y aportaciones
que definen el proceso financiero-es-
tocéstico que modeliza una determi-
nada operacién de seguro.

Para cuantificar el riesgo actuarial
en su segunda acepcion, vamos a ha-
cer uso de lo que denominamos «for-
mulas de Gram», recordando breve-
mente las principales aportaciones de
este autor a la Ciencia Actuarial.

APORTACIONES DE J. P.
GRAM

- ECORDEMOS en primer
R término los conocidos de-

sarrollos de Gram-Char-
lier, que tantas aplicaciones tienen en

los campos estadisticos y actuariales.
Sabemos que si C es una variable
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aleatoria normal (0,1), su funcién de
densidad

—]-"3!2

f(x) = e

1
Van
tiene infinitas derivadas sucesivas, las
cuales, al igual que f(x), tienden a

cero cuando [x| — . Estas deriva-
das presentan la relacién:

df
dxl’

= (=1)" - Hi(x) - f(x)

en donde las expresiones H (x) son
los polinomios de Hermite, que tie-
nen la forma siguiente:

H,=x*-1
H;=x>-3x

Hy=x*—6x2+3

Hy=1
H|=x

Como se observa facilmente, estos
polinomios cumplen la condicién:

dH
— =5 H.; V=123, ...
dx § Hs 1 s

Una importante propiedad de es-
tos polinomios, por los que se les co-
noce también como «polinomios or-
togonales», es la siguiente:

o o]

Osir#s
er(X) - Hy(x) - f(X)dx={

rlsir=s
—

Supongamos ahora que @(x) es la
funcién de densidad de una variable
aleatoria 1) de media 0 y desviacién ti-
pica 1 y que dicha funcién es desarro-
llable en series de derivadas sucesi-
vas de la funcién f(x) =

@(x) = aof(x) + arf’(x) + af?(x) +
agf(a(X) + ...

Podemos obtener los coeficientes
a; multiplicando ambos miembros

por H; e integrando. Si aplicamos las
ecuaciones anteriores resulta:

'/-Hs @(x)dx = (=1)° - s! - a

De aqui obtenemos que:

a=1
al=0
32=0
33=—l1,'6
a; = My

/s
siendo A, § A, los coeficientes de asi-
metria y de curtosis.

En consecuencia, el resultado ob-
tenido o desarrollado de Gram-Char-
lier es:

o(x)=f(x)— —);1— 3(x)+ %—f(“(x). 5

Una importante aplicacion de este
desarrollo en la Matemética Actua-
rial surge al considerar ¢(x) como la
funcién de densidad de la variable ti-




pificada de la variante siniestralidad
total de una cartera de seguros en el
periodo (0,t).

Una segunda aportacién importan-
te de Gram a los procesos de ajuste
es la siguiente:

Sea un conjunto {Y:t=1,2, ...,
N} de estimadores de una secuencia
de pardmetros {6}, y se trata de
ajustar un polinomio

;ZU a(t)x'
a

{Y,.,; X = —n, —n+1, ..., n} para
n<t<N-n

utilizando el criterio de hacer minima
la expresién

2 {Yiax — Z ai(t)x’)?

x=-n i=0

Con respecto a los coeficientes

{ai(t)}
El valor resultante de ay(t) es:

dg(t) = Z ry(m.n) Y4

x=-n

donde los coeficientes {r(m,n)} de-
penden s6lo de x, m y n. Por ejem-
plo, si queremos obtener un polino-
mio de tercer grado, resulta (m=3)=

3

3 pmaa g3
Dty O )=

L(3n)=

Bajo ciertas condiciones, 4(t) es
mejor estimador que Y, respecto al
parametro 6,.

Los trabajos de Gram comprenden
la descripcion de un método general
de obtencién de los coeficientes
r,(m,n).

Sin embargo, su mas importante
aportacién a la Matematica del Segu-
ro de Vida son las que vamos de de-
nominar «férmulas de Gram», cuya
idea bdsica es la siguiente:

Sea T una variable aleatoria posi-
tiva y asociamos el pago de una uni-
dad monetaria al instante T. El valor
actual o descontado de este pago uni-

tario es la nueva variable aleatoria
VT, donde

V= L= e ®

es el factor de descuento anual, i el
tipo de interés y & = log (1+1).

Supuesto que 6>0 y que existe el
momento de primer orden de VT, re-
sulta:

E[VT]= A (3)
o bien, en notacion actuarial cldsica
E[VT] = A,:7]

si T = min. (r,n), siendo «r» el tiem-
po restante de vida de una persona
cuya edad es x y n la duracién de la
operacion.

Entonces, la varianza de la varian-
te VT también existe y tiene por ex-
presion:

6 [VI]=E[V'F - (E(V)’ =E
e - [A®)) = E [e®T] -
A*(S) = A(20) — A%(d) [1]

la media E[V!] se denomina valor ac-
tuarial del capital unitario pagadero
en T, pero la varianza de VT no tie-
ne una denominacién similar. Este
pardmetro sirve como medida del
riesgo actuarial en sentido estricto,
de mortalidad, o técnico, inherente a
esta operacion de seguro, riesgo que,

en general, recoge las fluctuaciones
aleatorias de la siniestralidad con res-
pecto a su valor medio.

DETERMINACION DEL
RIESGO ACTUARIAL EN
SENTIDO ESTRICTO

ecuacidn [1] permiten cuan-

E/ tificar el riesgo actuarial en

sentido estricto de las operaciones de
seguro de vida. En efecto, sea T =
T(x) el tiempo transcurrido desde la
fecha de efecto de la pdliza hasta el
fallecimiento del asegurado cuya
edad inicial es (x). El valor actual de
las prestaciones reconocidas a favor
del asegurado (o beneficiario) es C =
brVy, en donde by es la variable
aleatoria que recoge las prestaciones
que figuran en péliza y V1 una ley fi-
nanciera de descuento.

Por ejemplo, en un Seguro Vida En-
tera de capital asegurado unitario,

XPRESIONES del tipo de la

queda:
by=1 t=0
g=V" T=0
v, =WV t=0

La prima pura tnica es:

n = E(t) = E[VT] =

- f VP, . dt = A,
0
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Y la varianza o riesgo actuarial en
' sentido estricto, teniendo en cuenta
la [1], resulta:

64() = A, — (AL

donde ?A, es la prima tinica de un Se-
guro Vida Entera unitario valorado a
una fuerza de interés 28.

En el caso de una operacién de
renta inmediata, definimos el valor
actual actuarial de una renta vitalicia,
unitaria y continua a la edad (x)

como,
a, = Efaq] =f5ﬂ Py * ey dt
0

expresion equivalente a la definicion
clasica

Ex=fv‘ P, dt
0

Como, a su vez, la prima tnica del
Seguro Vida entera es,

Ax='fV‘.Px Per dt
0

se obtiene, como es bien conocido, la
relacion

A, +d3, =1

Para calcular la varianza de af, sa-
bemos que
1= 1=t

o )

3o =

de donde

_ . 1- 1-A
asz[aﬂ]zE( 6C)-_— ax
Entonces, la varianza queda

== BV = — 640) =
= % {ZKX - (Rx)z}
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expresion que traducida al campo
discreto resulta:

d_lz [2Ax - (Ax)2]

cond = iv

En la combinacién de las dos ope-
raciones anteriores (Vida Entera Uni-
taria y renta vitalicia inmediata), si el
término de la renta es &, nos resul-
tan los pardmetros: _

Edar + VI =58 -3, + A, =1
6%day + V] =0

es decir, no existe riesgo actuarial en
sentido estricto en una operacion que
combine una Vida Entera de capital
unitario y una renta vitalicia inmedia-
ta cuyo término constante sea & o
fuerza de interés técnico. Sin embar-
go, si existe riesgo actuarial en senti-
do amplio, asociado, en este caso, a
la incertidumbre en la fecha de de-
vengo del capital asegurado unitario
o fecha de fallecimiento del asegura-
do.

La existencia de un solo elemento
de caricter aleatorio no es, por otra
parte, infrecuente en las operaciones
de seguro de vida. Asi, en el seguro
diferido puro la tnica incertidumbre
radica en si se presenta o no el sinies-
tro, ya que la cuantia del mismo y la
fecha de su ocurrencia estan aqui pre-
determinados si el siniestro ocurre.

Finalmente, podemos generalizar
las que hemos llamado férmulas de
Gram al supuesto de primas periédi-
cas.

En efecto, sea L la variante asocia-
da a la diferencia entre el valor ac-
tual de las prestaciones y el valor ac-
tual de las primas puras correspon-

dientes a una determinada operacién
de seguro de vida.

El principio de equivalencia estati-
ca supone la condici6n

EL)=0
lo cual implica la importante propie-
dad

6% (L) = E (L?)

Consideremos como caso particu-
lar el Seguro Vida Entera a primas vi-
talicias, por lo que la variante L serd
igual a VI—p - aq. La ecuacién de
equivalencia estdtica resulta,

E (L) = E(V") - p-E(aq) =
A-—p-a,=0
es decir,

p=—x

a

"

y el riesgo en sentido estricto es:
6%(L) = 6 [VT—p - aq] =
_g [vro 220V

]

=6 [VT (1—+—gL ) -:ng]z
= 62[VT(1+ -g)]=(1+ %) 63(V7)

=2
- (1) (as)
de donde se otz)giene

_A2
62 (L) s —ALAB_

(8a,)’

Una de las principales aplicaciones
que tiene la evaluacién del riesgo ac-
tuarial en la forma que acabamos de
ver es en el andlisis de la solvencia
del ente asegurador derivada de las
operaciones de seguro de vida. B
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