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RESUMEN

Este articulo trata de la graduacién como técnica para rectificar
estimaciones anuales de mortalidad en base a ideas previas sobre el
comportamiento de toda la secuencia de los datos. Se ofrece un
enfoque no paramétrico para conseguir un desarrollo mas detallado
del proceso.

Se destacan los métodos de medias moviles, formula de Whittaker y el
enfoque bayesiano. Estos métodos se utilizan menos que los
paramétricos aunque, tedricamente, tienen mayor justificacion.

La recopilacion que se presenta supone una novedad al recoger los
ultimos aportes que ofrecen nuevas soluciones a problemas antiguos.

ABSTRACT

In this article we are concerning with the graduation as a form to
revise annual mortality estimations in an attempt to improve them
according to the whole set of data. Basically, the graduation methods
developed are Moving Weighted Average methods, Whittaker formula
and Bayesian graduation.

In particular, a complete and exhaustive revision of the main non

parametric graduation methods is presented emphasising on some of
them in order to present the subject with more detail.
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1.- INTRODUCCION.

La graduacién ha sido y es uno de los temas mads tratados en
investigaciones y articulos de naturaleza actuarial. Actualmente,
gracias a la tecnologia informatica que reduce tiempo y dinero, estos
métodos, apenas utilizados hace afios debido a sus laboriosos céalculos,
se efectiian cada vez mas.

El tema de la graduacion, aunque fundamentalmente se aplica al
campo actuarial, estd intimamente ligado a la Ciencia Estadistica.

Existen diversas definiciones que complementan el concepto de
graduacion. Andrews y Nesbitt (1965) lo consideran un “esfuerzo por
representar un fendmeno fisico a través de una revision sistematica de
algunas observaciones de ese fendmeno”. Dicha representacion pasa
de una serie irregular de valores observados de una variable continua,
a una serie de valores observados.

El objetivo de la graduacion consiste en revisar valores observados
con el fin de producir una mejor representacion. Es decir, supone un
proceso de rectificacion o cambio de una secuencia de estimaciones
iniciales que se justifica por las relaciones existentes en el conjunto y
la incorporacion de creencias previas a las observaciones.

A veces se ha identificado a la graduacioén con un simple mecanismo
de suavizacion (alisamiento) de una secuencia de datos. London
(1984) reconoce la validez del objetivo de alisamiento, pero extiende
la idea hacia el concepto mas general que refleja todos los elementos
de opinion previa en un proceso de graduacion.
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Este proceso consta, al menos, de dos etapas: la obtencion del
conjunto de datos observados y la posterior graduacion de los mismos
para obtener una mejor representacion de la ley implicita que subyace
de acuerdo con un criterio.

Una tarea importante que realiza el actuario es construir modelos de
supervivencia a partir de los cuales se calculan primas, reservas, etc...
Estos modelos generalmente aparecen tabulados en lo que se conoce
comunmente como tabla de mortalidad. Asi, con la graduaciéon no
solo se consigue una "curva suave” sino, mas bien, las muertes mas
probables. Es decir, estimar las verdaderas tasas que realmente
prevalecen en la poblacion.

Sin embargo, hay que sefialar que la graduacion se aplica a estas
tablas y a otros muchos campos dentro del ambito actuarial.

Estas técnicas que proporcionan una mejora en la estimacion de tasas
anuales de mortalidad, tienen una naturaleza bayesiana aunque no
siempre se basen en un proceso bayesiano formal. Esto requiere,
ademads de una opinién previa, la valoracion de esta creencia en forma
de una distribucion de probabilidad.

2.- NATURALEZA ESTADISTICA Y ANALISIS PREVIO.

Existe una conexion importante entre la graduacion y la Ciencia
Actuarial, aunque, debido a los procedimientos y el fundamento que lo
motiva, estd intimamente unida a la Estadistica.

Kimeldorf y Jones (1967) consideran que “no es meramente un
suavizado, sino que un proceso de estimacion de las verdaderas tasas
de mortalidad que realmente prevalecen en la poblacion”. Asi se
puede afirmar, tal y como considera Whittaker (1923), que “pertenece
esencialmente a la Teoria Matematica de la Probabilidad”. De esta
forma, se sitia a la graduacion en el contexto de la estimacion
estadistica, considerando en su planteamiento variables aleatorias,
medias, varianzas, etc..

Los resultados graduados diferiran mucho de las estimaciones
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iniciales ya que éstas, si estan bien construidas, son indicadores
razonables del verdadero valor. Las rectificaciones en base al
conocimiento previo sobre el fenomeno serdn menores cuanto mayor
sea la muestra (y menor sea la varianza de la estimacion inicial).

El planteamiento de la graduacién se puede establecer con los
siguiente elementos:

x: indice que define la secuencia (segun la edad en el caso de seguro
de vida),

t: secuencia de valores verdaderos desconocidos que se deben
estimar,

n,: tamafio de la muestra,

Wwy: ponderaciones,

U,: variable aleatoria estimador de t,,

E,: variable aleatoria error de la estimacion,
uy: realizaciones de Uy,

eyx: realizaciones de Ey,

vy: valores graduados.

La relacion entre el fenomeno verdadero y las estimaciones iniciales
se pueden establecer de la forma:

Ux=tx+Ex = ux=tx+ex.
Si se emplea un operador de graduacion:
G(le) =Vx = G(tx + ex) =tx+e'x = ‘e'x‘ < ‘ex‘ VX .

Esto es, se supone que disminuyen los errores cometidos.
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Como medida numérica de las rectificaciones efectuadas en un
proceso de graduacion, con el fin de comparar el ajuste en varias
graduaciones y para los mismos datos, se pueden utilizar las
expresiones siguientes:

Fi= ZWX(VX —Ux)
F2= ZWX(VX —ux)?

F3 = Zx * Wx(Vx — Ux)

El valor que se toma para la ponderacion estard relacionado con la
exposicion al riesgo como aproximacion al tamafio muestral.

El andlisis basico previo al ajuste puede realizarse a partir de la
construccidon de un grafico que presente los datos disponibles, o bien,
las tasas de decrementos (diferencias de algun orden) de los datos
disponibles, mediante puntos en unos ejes cartesianos (en abscisas las
edades y en ordenadas los valores alcanzados).

A continuacidn, se traza una curva suave que pase tan cerca como sea
posible a dichos puntos. Puede servir de referencia utilizar junto a los
puntos un indicador (en forma de barra) que exprese la desviacion
tipica correspondiente:

tx(l - tx) - Lb((l — U.x)

nx nx

Var(Ux) =

Las ventajas e inconvenientes de un andlisis grafico son evidentes'
apreciandose su utilidad ante situaciones en las que la cantidad de
datos disponibles sea escasa (para edades avanzadas por ejemplo)
permitiendo incorporar el juicio subjetivo en base a la experiencia
previa (especialmente util en los extremos de la tabla).

Los inconvenientes aparecen por la falta de soporte formal del
método: no se establecen hipdtesis precisas sobre las ideas previas a

"'Ver Benjamin y Pollard (1980).
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incorporar en los datos (pueden aparecer sesgos debido a prejuicios no
oportunos) lo que provoca que dos investigadores experimentados
obtengan resultados diferentes con los mismos datos.

La utilizaciéon simultdnea de wuna tabla estdndar derivada de
experiencias de mortalidad con caracteristicas similares y consistente
con la opinion previa sobre el fenomeno puede informar sobre la
escala idonea del gréafico y la tendencia general de los decrementos. El
proceso consistiria en utilizar una variable de la forma:

Ry = Ux con Var(Rx) _ tx(l 2— tx) ~ LIx(l ; le)
Sx (Sx) ‘Nx (Sx) Nx

siendo

sx los valores de mortalidad anual en la tabla estandar,

uy las estimaciones iniciales de mortalidad anual y

1x los valores que se gradian con un operador determinado,

G(ry), evitando los problemas de escala y que permiten obtener los
valores finales perseguidos:

vx = sx*G(1x)

También cabe utilizar la tabla estdndar como elemento de referencia o
método de graduacion. Se compararian las estimaciones iniciales
resultado del analisis de los datos de mortalidad de la aseguradora con
las probabilidades de muerte que aparezcan en una tabla para el
conjunto de la poblaciéon. Una forma simple de incorporar la
informacion de la tabla estandar consiste en calcular los valores

hleog(l_sxj
1 —ux
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que manifiestan una secuencia mas suave que las estimaciones
iniciales de probabilidades de fallecimiento debido a la relacion con la
tabla estandar y al logaritmo. Sobre esta nueva secuencia se aplicara el
método de graduacion elegido para a continuacion calcular,
deshaciendo la transformacion, las tasas de mortalidad graduadas

w=ux =1-(1—-sx)e ™

Dado que la tabla utilizada de referencia sera suficientemente suave (y
los resultados del proceso seran suaves) hay que centrarse en las
pruebas que garanticen la adherencia de los datos a los resultados
obtenidos.

Las tablas generales, con datos del conjunto de la poblacion y no sélo
de individuos asegurados, son las usadas actualmente por las
compaiias de seguros. Supone una actitud prudente combinar los
resultados derivados de la informacion de una cartera de polizas
(especialmente si la cartera no es muy amplia) con los habituales
resultados (mas utilizados por los actuarios) reflejados en las tablas de
mortalidad generales.

3.- CLASIFICACION DE LOS METODOS DE GRADUACION.

Con la graduacion se pretende producir un modelo de supervivencia
que sea la mejor estimacion del verdadero “patron” que sigue la
mortalidad de una determinada poblacion. Para ello, existen distintos
métodos.

Una primera clasificacién de dichos métodos consiste en resaltar los
fundamentos teoricos utilizados. En Hickman (1.987) se distingue
entre fundamentos basados en programacion matematica, cuando se
especifica una funcion objetivo que debe alcanzar algliin valor dptimo,
y fundamentos basados en analisis estadistico, cuando se especifica un
modelo estadistico que se relaciona con objetivos en términos
estadisticos.
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Mas habitual resulta la segunda clasificacidon que recurre a la forma en
que se presenta el resultado distinguiéndose entre graduacion no
paramétrica y paramétrica. Con la graduacion no paramétrica se
obtienen las estimaciones revisadas en forma tabular. Con la
graduacion paramétrica se obtienen las estimaciones revisadas junto
con una funcion o funciones que relacionan toda la secuencia (cada
funcion expresa en la forma y en el método de ajuste la opinidén
previa).

La graduacion paramétrica, también llamada de formula matematica,
es el método més utilizado®. Ejemplos son Prieto Pérez y Fernandez
Plasencia (1.994) y Felipe Checa y Guillén Estany (1.999).

En este articulo se desea ofrecer una panoramica de las alternativas no
paramétricas analizdndose: el método de las medias moviles junto con
las correcciones para valores extremos, la generalizacion de las
funciones de Kernel, los desarrollos basados en la formula de
Whittaker y la aplicacion de procesos bayesianos formales.

4.- METODO DE LAS MEDIAS PONDERADAS MOVILES Y
EL PROBLEMA DE LOS VALORES EXTREMOS.

El método de las medias moviles fue uno de los primeros métodos
desarrollados que se inicid de forma intuitiva. So6lo buscando un
objetivo practico y de facil aplicacion para la suavizacion de la
secuencia de estimaciones, se llega a una expresion mas formal en
estudios posteriores, tal como se encuentra en Borgan (1.979). Para
dar solucién al tratamiento de los extremos de la secuencia aparecen
ciertos estructuras matriciales en Hoem y Linnemann (1.988).

Los métodos de las medias moviles tiene la caracteristica de ser
operativos incluso si las restricciones no se cumplen, siendo esta
propiedad de robusted uno de los motivos mas fuertes para aplicarlos.

% Para un andlisis detallado de graduacion paramétrica y su desarrollo empirico actual destaca
el articulo “Modelos de tablas de mortalidad en Espafia y situacion actual” de Betzuen
Zalbidegoitia, Felipe Checa y Guillén Estany (1.997).
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Se comienza con el planteamiento y la solucion para el problema de la
determinacion de coeficientes en los valores centrales de la secuencia.

El valor graduado se halla mediante una media ponderada de un cierto
numero de valores no graduados consecutivos. Siendo vy los valores
ajustados, uy las estimaciones iniciales, tyx el verdadero valor
subyacente, ex el error cometido en la estimacion inicial y a; las

neyn

ponderaciones simétricas en torno al afio "x" considerado, se
representa:

n n n n

Vx = E areUx +1r = E aretx +r+ E areCx +r = E aretx +r+ex’'

r=—n r=—n r=—n r=—n
con ux =tx+ex
n

ex'= E areCx +r

Ir=—n

tomando en consideracion un rango de 2n+1 estimaciones iniciales
para formar cada valor graduado.

Se intenta minimizar el error estadistico representado por ey', tras
reproducir ty. La suavizacion en los saltos entre las estimaciones
consecutivas debe ser el inicio y la consecuencia del proceso.

En primer lugar, con una hipdtesis funcional (guiada por la opinion
previa de suavidad) de la secuencia de los ty en el rango [x-n,x+n]

segiin un polinomio de grado tres se obtiene la deseada reproduccion
en los verdaderos valores ty (propiedad reproductiva) con so6lo dos

restricciones:
n

Zar =1
n
tx = Zar etx+r si =
n
= Zr2-ar=0
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Ademas, considerando el caracter simétrico de los coeficientes, a, =a._.;
para los valores de r en el rango, se tienen:

En segundo lugar, para minimizar ey' se considera que es una
concrecion de la variable aleatoria Ey'. El valor probable sera:

E[Ex']| = E[tx — Vx| = tx — E[Vx] = tx - E{ Z arUsx + } =

r=—n

=tx — iar'E(Uerr):tx— iar‘terr:tx—tx:O

Ir=—n Ir=—n

Para esto se admite Uy como proporcion binomial con E[Uy =ty y que
ty cumple la propiedad reproductiva. Como la variable aleatoria Ey' es
insesgada, se centra el problema en obtener la menor varianza posible:

n
Var[Ex'] = Var[tx - Vx] = Var[Vx] = Var Z arUx+r|=
r=—n

n n

= Var Zar'Ex +r|= csz-Z:(ar)2

Ir'=—n r=—n

con Var(Ex + r) = Var(Ux + r) =c? Vr
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Como se observa se incorpora la hipotesis de homocedasticidad en la
variante de estimacion.

La expresion final que se conoce como ratio de varianzas porque
puede obtenerse como cociente entre las varianzas de la variante
graduada y sin graduar:

RS = 30 -y

r=—n
Debe ser menor que uno para que el proceso de graduacion mejore la
estimacion estadistica.

En la practica, para aumentar la suavidad en el ajuste, se define una
expresion a minimizar de la forma:

R2 = Var(A*Vx)
© Var(A*Ux)

considerandola una generalizacion de la expresion inicial y
recomendandose z=2,3.4.

El numerador y denominador de la expresion anterior se obtiene (con
supuestos de incorrelacion y equivarianza) y se llega a:

R’ L i(AZar)2

2z r=—n-z
VA

El siguiente problema que se presenta al utilizar este método de
graduacion consiste en su aplicacion en las colas o extremos de la
secuencia. Unas soluciones intentan ajustar un polinomio a los puntos
extremos de la secuencia de estimaciones iniciales y usar los puntos
del polinomio como valores graduados. Otras intentan hallar puntos
mas allad de los extremos estimados (por ajuste, extrapolacion, etc.)
para utilizar las medias moviles en toda la secuencia deseada. Ademas

21



Graduacion actuarial no paramétrica. Una revision critica.

de criticas parciales, el mayor problema que presentan se deriva de la
falta en estos métodos de un proceso Unico global basado en
principios simples y de general aceptaciéon. Son procesos con
soluciones especificas para los extremos que permiten una transicion
suave de los puntos obtenidos por las medias moviles a los puntos
hallados con el método especifico empleado en los extremos.

Por el contrario, Hoem y Linnemann (1.988) minimizan una funcién
de riesgo que es una generalizacion de

b
R} :ﬁ D (M)’
v=a-z
z
siendo “z” el nivel de las diferencias, “r” coeficiente real, “a” extremo
inferior y “b” extremo superior para secuencia a considerar en la
ponderacion. Se utiliza un proceso unitario para el total de Ia
secuencia que no ajusta previamente los valores centrales sino que se
determinan conjuntamente con las colas mediante el criterio elegido.
No obstante, cuando sea necesario puede usarse a partir de unos
valores preseleccionados para las medias moviles centrales.

El modelo de partida utiliza la expresion matricial que relaciona “m-a-
b” valores graduados en forma de matriz fila, la matriz de las
ponderaciones [(m-a-b),m] o matriz de graduacion, y la matriz
columna de los “m” valores iniciales a graduar:

. -
Ao =GA
A continuacion se completa el modelo afiadiendo las colas o extremos

para los valores graduados y aumentando el tamafio de la matriz de
graduacion:

q)(a,a+b+1) 9O(a,m—a—b—1) R R
}\4 = G(mfafb,m) '7\4 = F'Q\.

O(b,m—a—b—l) ’ \P(b,a+b+1)
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siendo los elementos de O siempre ceros.

Se deben encontrar los coeficientes de la matriz de graduacion para
resolver el problema. Estos coeficientes deben dotar a los valores
graduados de propiedades estadisticas deseables. Para encontrar un
criterio se emplea la funcion de pérdida de Borgan (1.979) extendida
al caso actual:

Z m-z
L' 2)=N (a7, —a%a., )
om—a- b z'5
El valor “N” es un numero entero que representa el tamano de la
poblacion que da origen a los datos, “Z” es menor que “m-a-b”, “o.,”
son ponderaciones no negativas elegidas por el usuario cuya suma sera
uno.

Ademas, se acostumbra a exigir que un método de graduacion lineal
reproduzca los valores graduados considerando algtin subespacio “V”
lineal (por ejemplo el espacio de los polinomios cubicos). Por ello se
debe cumplir:

rv=r
siendo “V” el vector de valores graduados.

El criterio busca minimizar la funcién de pérdida sujeto a la condicion
de reproduccion. Esta idea inicial puede desarrollarse utilizando
distintos supuestos en la matriz de covarianzas entre elementos de la
secuencia entre los que destaca la sustitucion de la matriz de
covarianzas por una matriz “S” segun propiedades deseables para el
proceso de célculo y para su interpretacion (matriz cuadrada y
definida positiva, homocedasticidad, etc.).

Como se puede intuir, para poder aplicar el criterio y obtener las
soluciones deseadas, se deben tomar decisiones respecto a varios
puntos: los valores de “a” y de “b” para determinar las colas generadas
en las medias moviles, la eleccion de la matriz “S”, los coeficientes

“a”, y el subespacio “V”.
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La evidencia empirica sugiere que “a” sea igual a ”’b”, que se de que
“m>2(atb+1)”, que la matriz “S” puede ser varianza por matriz
identidad, que todos los coeficientes sean cero menos uno, que se
utilice el subespacio referido a los polinomios ctibicos y que basta con
referirse a las diferencias primeras (min-R;).

Tratado el tema de los extremos de la secuencia mediante la extension
en la matriz de graduacion, se continua con otra generalizacion del
método de las medias moéviles. La extension empieza esta vez en el
disefio de las expresiones que incluyen las ponderaciones.

5.- METODO DE LAS MEDIAS PONDERADAS MOVILES Y
LAS FUNCIONES DE KERNEL.

En general, los estudios sobre medias modviles ponderadas aplicadas a
la graduacion en mortalidad se basan en las deseables propiedades
tedricas que se alcanzan mediante determinadas ponderaciones. Estas
formulas pueden obtenerse a partir de las llamadas funciones de
Kernel’>. Estas ultimas suponen una mejora y proporcionan una
aproximacion mas flexible al problema de la graduacion. Ademas, en
la graduacion de Kernel la eleccion del ancho de banda (o parametro
de suavidad) presenta mayor importancia que la propia eleccion de la
funcion.

El método de estimacion de Kernel se utiliza para una distribucion de
densidad que se pretende estimar utilizando ciertas observaciones
disponibles:

1

F(x) = (ub)" K(X - ’“] ~ (1b)™ > Kofx - x)

b i=1

con jK(X)dX =1

? Ver Ramlau-Hansen (1.983) y Gavin, Haberman y Verral (1.993).
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Los valores {Xi:i: 1,2,...,n} representan las observaciones y “b” el

parametro de suavidad o ancho de banda (mayores valores producen
mayor suavidad).

La aplicacion en graduacion actuarial se tiene mediante la
descomposicion de la probabilidad de muerte segun el Teorema de
Bayes:

P(X=x/E=4d)
P(X =x)

@=PE=d/X=x)= P(E = d)

A continuacion, la probabilidad de que la variante edad tome un valor
P(X=x) y la misma probabilidad condicionada a la aparicion del
suceso muerte P(X=x/E=d) pueden estimarse mediante funciones de
Kernel. La probabilidad de la aparicion del suceso muerte P(E=d) se
obtiene con una estimacion mas simple.

De esta forma, si se estima:

n

Zdi

P(E=d)="—

Se
i=1

se obtiene el estimador de Copas-Haberman

i diKb(x — xi)

~CH _ i=l

i eiKb(x — xi)
i=1

El estimador de Nadaraya-Watson supone observaciones espaciadas
uniformemente con lo que a cada edad concreta se tiene la relacion
di/ei lo que lleva a
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Z (dinb(X — Xi)
quw _ =\

Zn: Ko(x —xi)
i=1

Ambos estimadores eliminan las fluctuaciones aleatorias mediante la
suavizacion de los datos, pero pueden conducir a sesgos en las
estimaciones resultantes.

Los datos de mortalidad tienen dos caracteristicas que influyen en el
sesgo del estimador: la mortalidad presenta tendencia exponencial con
la edad y el nimero de datos o exposiciones a riesgo recogidas de
empresas aseguradoras varia con la edad.

El sesgo del estimador de Copas-Haberman sera:

i (xi —x)K(x — xi) i (xi — x)? K(x — xi)
i qu'+(1/2) 2 - qx""+R

i K(x —xi) z K(x —xi)
i=l i=l

El sesgo del estimador de Nadaraya-Watson sera:

n n

z (xi — x)eiKb(x — xi) z (xi — x)? eiKoK (x — xi)
-l qu+(1/2) 2 ‘qx'"+R

Zn: eiKb(x — xi) Zn: eiKb(x — Xi)
i=1 i=1

En ambos casos las derivadas de la funcion de la probabilidad de
muerte se entienden respecto de “x” y el término R se considera
pequeiio al contener derivadas de orden mayor debidas a un desarrollo

en serie de Taylor.
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En cuanto a la elecciéon de la funcion de Kernel, se comentd su
importancia relativa respecto a la mas importante cuestion que es la
fijacion del ancho de banda. Se puede recurrir al Kernel normal:

2
KN(x):eXp{_(X/Zb)} con —o0 <X <40

27b?
También presenta interés para la graduacion un Kernel que busca
minimizar la varianza de las primeras diferencias de los valores

graduados (filosofia habitual en la graduacion por medias moviles
ponderadas):

K - 15(b2 - x?J3b2 —7x2)/32b° con |x|<b
o con |x|>b

La eleccion del pardmetro “b” o de ancho de banda busca ajustar el
modelo a la vez que comprobar la “suavidad” que proporciona a las
estimaciones iniciales. Para ello, se emplea el método de validacion
transversal, esto es, se minimiza la expresion:

vy =0 Y Jui-gT

j=1

con

G="
Ci

y si se considera el estimador de Copas-Haberman:

Z diKb(xj — xi)
qg—j) _ i:ﬁ

z eiKb(xj — xi)

i=1

i#]
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mientras que si se considera el estimador de Nadaraya-Watson:

z qiKb(xj — xi)
o=
Z Ko (xj—xi)
i=1

i#]

Esta minimizacion obtiene un valor de CV(b) aproximadamente
equivalente al error cuadrado integrado medio que recoge el sesgo
cuadrado y la varianza del estimador:

MISE(G) = E[[ (4 - v dx |= [ (E{ax}— qo)?dx + [ Viasax

Se consigue asi un equilibrio entre el sesgo y la varianza.

Segun Gavin, Haberman y Verral (1.994) el estimador de Nadaraya-
Watson es mejor que el estimador de Copas-Haberman para datos de
mortalidad ya que presenta menor sesgo sistematico como resultado
de las distintas exposiciones a cada edad. Ademas, sugiere que no
aparecen mejoras si se utiliza un Kernel que busca minimizar la
varianza de las primeras diferencias de los valores graduados frente a
un Kernel normal justificindose por la mayor importancia del ancho
de banda frente a la funcion elegida.

6.- LA FORMULA DE WHITTAKER.

Meétodo iniciado por Whittaker (1.923) y Henderson (1.924).
Posteriores trabajos, como los de Taylor (1.992) y Verrall (1.993),
obtienen el desarrollo bayesiano, el parametro de suavidad y

generalizan e interpretan los resultados.

Se observa que subyace una racionalidad bayesiana formal.
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Tal como expresan sus autores iniciales, la opinion previa sobre la
secuencia de los verdaderos valores de tyx , realizaciones de la

secuencia de variables aleatorias Ty , se concreta expresando la
densidad de probabilidad de una secuencia dada de ty, seria:

fr(tx) = ciee *SconS = Z:(Aztx)2
x=1

Siendo A una constante que puede determinar la medida de la
confianza que se tiene en la opinidn previa y c| otra constante que

toma el valor que hace de la funcion una verdadera funcién de
densidad.

En principio, una secuencia de valores de tyx es mas probable si "S"

toma valores menores (mas suave). Ahora bien, Whittaker considera
que la secuencia mas probable previa a la informacidén suministrada
por el dato observado, est4 indefinida.

Por otra parte, la variable aleatoria Ey, que informa de la desviacion
entre la variable aleatoria estimacion inicial de ty y el verdadero valor

subyacente desconocido, se considera con distribucion normal de
media cero y desviacion tipica finita. Por ello, la funcion de densidad
para un valor determinado "y" es:

_l(gj

fE/T(ey/ty) =Cy-€ 2oy
—lWy(ty—Uy)z

fu/T(uy/ty)=cy-e 2

siendo "wy” la reciproca de la varianza de "Uy".

Para toda la secuencia, asumiendo la independencia para todos los
valores de "x" (todas las edades):
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1 n
—72 Wx(tx—ux )2

2
fu/t(ux/tx)=c2.e *

interpretado como la probabilidad de obtener la secuencia entera de
estimaciones iniciales supuesto que la secuencia de los valores
verdaderos es la secuencia "ty".

A continuacion se puede obtener la funcion de densidad de "ty"
condicionada a las estimaciones iniciales:

—},S—%Zn: Wx(tx—ux)2
fusT(ux/tx) e fr(tx) c3-e x=l

fr/u(tx/ux) =
fU(le) fU(le)

con c3=c|-c).

Se considera, entonces, la secuencia mas probable de verdaderos
valores condicionado por la informacién que suministran las
estimaciones iniciales. Para ello se maximiza la expresion anterior
minimizando:

}\,S-i-l in(tx-Ux)z = }LS-F%F

x=1

Finalmente se opta por minimizar una expresion de la forma:
2AS+F=hS+F

Se llega a una formula que recoge los niveles de ajuste y de suavidad

en la graduacion. Se obtienen los valores rectificados de la estimacion
(valores de vx) minimizando, entonces, la expresion:

M=F+hS=3 wa(vi—ux)> +hY (A"vx)’

x=1 x=1
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El primer sumando valora el nivel de ajuste entre las estimaciones
iniciales y las estimaciones corregidas. Pondera las desviaciones
cuadraticas asignando pesos distintos a cada desviacion. El segundo
sumatorio es una medida de la suavidad de la secuencia de las
estimaciones rectificadas (considerada como cualidad necesaria en la
secuencia de estimaciones).

Una forma sencilla de establecer las ponderaciones es identificarlas
con el tamano de la muestra disponible en cada estimacion uy (a

mayor tamafio mas peso) o establecer una relacion de la forma
wx=(nyx):(n), siendo "n" la media aritmética de todos los tamafios de

muestras utilizados para la estimacion de toda la serie de valores
considerada. Con datos de mortalidad, cuando se identifica
ponderacion y tamaifio de la muestra, resulta que

ZH:WX(VX —Ux) = Zn: X*wx(vx —ux)=0
x=1 x=1

Esto es, el numero total de muertes, las edades totales de muerte y la
edad media de muerte coinciden para los datos observados y los datos
graduados (considerando "nyvy" como las muertes esperadas).

Otra manera de proceder para fijar los valores de wy es seguir las

consideraciones ya manifestadas sobre el uso del reciproco de la
varianza estimada de uy, para lo que se emplean los valores de vy en

lugar de los desconocidos verdaderos valores ty (una simplificacion
aun mayor nos podria llevar a utilizar las estimaciones iniciales uy):

Nx Nx

T — v ue(l—w)

El parametro "h" (numero real positivo) es un elemento de control de
la importancia relativa que se atribuye a los dos sumandos de la
expresion, es decir, sirve para dar mayor o menor relevancia a la
suavidad sobre el ajuste o viceversa. Si se hiciera h=0 no se
corregirian las estimaciones iniciales. Si "h" tomara un valor
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suficientemente grande se prescindiria del proceso de ajuste.

6.1.- INTERPRETACION BAYESIANA DE LA FORMULA DE
WHITTAKER.

Para una interpretacion moderna y una derivacion bayesiana formal de
la formula de Whittaker pueden consultarse Taylor (1.992) y Verrall
(1.993). En ambos se considera la formula de Whittaker como una
funcién de pérdida con semejanzas a una verosimilitud penalizada.
Esto es, se llega a un compromiso entre ajuste y suavidad mediante
una funcion de pérdida.

Expresada en forma matricial seria:
L(U, V1) = FU, )+ 28(0) = (U= V) W(U - V )+ 4KV (K V)

La matriz “U” es la matriz de la secuencia de valores sin graduar, la

matriz “V ” es de la secuencia de valores graduados, la matriz “W” es
de las ponderaciones en el ajuste, la matriz “K” es de coeficientes para
obtener las diferencias utilizadas en el mecanismo de suavidad
seleccionado y el valor “A” asigna peso relativo al ajuste frente a la
suavizacion. Los valores para “V” se obtienen minimizando la
funcién de pérdida:

aluva) g (1+aw'KK)'U

ov

Para llegar a la interpretacion bayesiana de la funcion de pérdida
(considerando primero el ajuste) se recuerda que

u(x) = v(x) +e(x)
Ele(x)]=0

y se considera la relacion entre ponderacion en el ajuste, varianza de
las variantes iniciales y tamafio muestral (siendo “N(x)” el tamafo y
“z(.)” una funcion):
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_ _2(¥)
S Var[u(x)] = NGO

Entonces, se tiene para el rango (a,a+m) que
E[V]= (1+2W 'K'K) 'V = V+Olmin{NG)] " x =a+1,...a + m)

esto es, V es asintoticamente insesgado (con muestras grandes).
También, asintdticamente

.  [ux) - Eux))f’
V. 0)= Z Var u(x)}

x=a+1

lo que representa el logaritmo de la verosimilitud de “u(x)” cuando se
eliminan constantes y se suponen las variantes normales con i.i.d. El
criterio de ajuste se puede considerar como una verosimilitud.

En segundo lugar se muestra que el criterio de suavidad también se
puede considerar como una verosimilitud. La expresion que mide la
suavidad es:

a+m-n

s = (K9 KY)=" Y [areeof

X= a+l
A continuacion se utiliza (x) para representar A"v(x) y se considera
la distribucion previa &(x)~ N(0,7?). Si las &(x) se suponen
estocasticamente independientes, entonces el logaritmo de la
verosimilitud (omitiendo el término constante) es £'&/12.

Siendo é(x) = A"V(x), entonces &(x) es asintoticamente igual a &(x)

dado que V es asintdticamente insesgada. Por esto, el logaritmo de la
verosimilitud anterior es asintdticamente igual a é‘%/ 2 =S(V)/ 2.
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La asignacion de una distribucion previa a A"v(x) en vez de asignarla

a v(x) necesita s6lo del conocimiento previo de la forma de v(x) en
cuanto a funciéon de x (no necesita la determinacion exacta de la
funcion).

Para resumir la notacion se establece que G(X) sera el logaritmo de la
verosimilitud de una variable aleatoria X.

Considerando las verosimilitudes, y su expresion asintotica, obtenidas
a partir del criterio de ajuste y a partir del criterio de suavidad se tiene
que:

G(U/V)=-F(V,U)
G(g)=-1s(V),

expresiones que incluyen el signo verdadero y prescinden de las
constantes.

Utilizando ambas expresiones:

G(U,V)=G(U/V)+G(V)=G(U/V)+G(E)=
=—F(V,U)+128(V) = -L(V,U,172).

Lo que permite llegar a
G(V/U)=6G(U,V)-G(U)=-L(V,U,t2) - G(U).

Todas las verosimilitudes involucradas son normales y entonces
también G(V/U). Por ello, el estimador de maxima verosimilitud para
E[V/U] se encuentra maximizando G(V/U) o, de forma equivalente,
minimizando L(\?, U,7). Esto es lo mismo que se realiza en una
graduacion de Whittaker-Henderson con constante relativa A igual a

-2
T .

Como conclusion resumen consideramos que suponiendo unas tasas
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de mortalidad u(x) estocasticamente independientes para las distintas
edades y con distribuciones asintéticamente normales en grandes
muestras, y si se supone también que V=E[U] sigue una distribucion

previa seglin la cual las &(x)= A"v(x) se consideran independientes e

igualmente  distribuidas  como £(x) ~ N(0,7%);  entonces,
asintoticamente, el estimador de maxima verosimilitud de la esperanza
a posteriori bayesiana E[V/U] se da por la graduacion de Whittaker-
Henderson sobre U, siendo la ponderacion w(x) = l/Var[u(x)] y la

constante que relaciona ajuste y suavizacion A = 1/ 2.

Con lo tratado hasta aqui se puede interpretar el parametro 1/4 como

la varianza a priori de una medida de suavidad que se aplica,
habitualmente un orden de diferencias finitas. Segun las
circunstancias, puede ser posible expresar esta varianza previa con
razonable precision (seria el caso de una tabla de mortalidad nacional
que aproveche la informacién de la secuencia de tablas anteriores
sobre las medidas de suavidad).

7.- APLICACION DE PROCESOS BAYESIANOS.

La estadistica bayesiana permite formalizar la opinion previa que se
tenga mediante la utilizacién de distribuciones de probabilidad "a
priori" y "a posteriori" de la muestra de datos obtenida mediante
observacion. Se trata de aprovechar, de forma explicita, la opinion
previa formada a partir de los numerosos y extensos estudios de
mortalidad anteriores a la muestra con la que se trabaje.

La informacion suministrada por una muestra elegida puede cambiar
la idea del comportamiento probabilistico que se tuviera sobre el
pardmetro (debido a investigaciones anteriores y/o a otras muestras
utilizadas en el pasado) y, en este sentido, es posible aceptar que
exista una distribucion "a posteriori" del pardmetro, donde se recoge la
modificacion de la distribucion de probabilidad de dicho parametro
cuando se dispone de la informacion muestral.
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Por ello, el proceso bayesiano aplicado a la estimacion en el analisis
de mortalidad requiere asignar distribuciones de probabilidad “a
priori” al parametro desconocido "ty" (segin la opinion previa a la

obtencion de la muestra) que se considera variable aleatoria. La
seleccion de la funcion de densidad previa de "ty" es una manera de

caracterizar o explicitar el grado de conocimiento sobre el parametro
n n

[

X

Se podria plantear también la idea de un parametro "ty" fijo aunque

desconocido (no aleatorio en el sentido conceptual estricto) al que se
tratase matematicamente como una variable aleatoria. Se considerara
"Ty" como variable aleatoria del pardmetro "ty", "T" como el vector

aleatorio para todos los valores de "x", y "t" como el vector de
realizaciones o concreciones de "T". Dado el carécter
multidimensional del problema se obtendra una funcion multivariante
de densidad previa para los parametros que expresan el
comportamiento aleatorio de la variante tasa de mortalidad para los
distintos "x" (normalmente edades enteras y para un periodo de un
ano). Esta funcion deberia contener en su estructura, tedricamente,
todos los conocimientos y opiniones previas sobre "T". En la practica
se consigue una aproximacion a esa densidad ideal utilizando un
miembro de una familia adecuada de distribuciones de probabilidad

que presente propiedades matemadticas convenientes.

Tras formular la distribuciéon de probabilidad previa se precisa
seleccionar una expresion para la distribucion condicionada de los
datos observados, supuesta la secuencia "ty". Se trata del modelo

experimental o modelo estocastico que siguen los datos teniendo en
cuenta la presentacion de "t".

Los datos de este modelo muestral serdn las estimaciones iniciales
obtenidas con la informacion almacenada por las compafiias de
seguros (recogidos en sus pdlizas). En estos datos se puede considerar
su distribucion (sin apoyarse en un modelo probabilistico segun cierto
"t"),

Con todo ello, se llega a la obtencion de la distribucion "a posteriori”
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de "T" condicionada a las estimaciones iniciales:

frru(t/u) = 2O gy

fu(u)
Para el andlisis y tratamiento posterior de esta distribucion "a
posteriori" es conveniente emplear distribuciones conjugadas. El
vector de valores graduados se obtiene a partir de la informacion
contenida en esta distribucion. Si interesa el valor esperado se hallard
la media, si interesa el valor mas probable se hallara la moda, etc.

Se considera que los trabajos de Kimeldorf y Jones (1.967) suponen el
primer método formal de graduacion bayesiana al aplicar las lineas
generales expuestas, concretar la forma de las distintas funciones de
densidad que intervienen, analizar el significado de los pardmetros y
ofrecer directrices para su estimacion.

Se propone una distribucion previa para "T" de la forma:

fT(t) = [(27_[)1’1 |A|]_1/2 e—(1/2)(t—m)'A’1(t_m)

n..n

siendo "n" el numero variables contempladas en la normal
multivariante, "m" el vector de las medias y "A" la matriz de
covarianzas (simétrica, definida positiva y no singular).

Para fijar "m" se puede recurrir a la informacidon que suministre una
tabla estandar con poblacion similar a la que interese en el estudio. Se
busca la mejor estimacion posible sin recurrir al dato experimental.

Para la matriz "A" se introduce un importante factor subjetivo (se
intenta alcanzar una guia racional al tratar el problema). En primer
lugar, se atiende a la naturaleza de la graduacion (relacion entre tasas
desconocidas), al papel de "A" como matriz de covarianzas de "T" y
se recurre al concepto mas intuitivo de coeficiente de correlacion. En
segundo lugar, se opta por admitir que la correlacion disminuye con la
distancia (mas real) o por la posibilidad de considerar no
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correlacionadas significativamente las variables (calculos mas
simples).

Siguiendo la hipotesis mas realista podrian quedar como condiciones
deseables:

aij = Cov(TiT;j) = cij4/aiiajj

. aij aik
j>k=cij>cik=>—>

aj  +akk

que son cumplidas por una expresiones del tipo

aij:pzr‘ifj‘ con p>0 y 0<r<l

6 29

p~” es la varianza de "Ti" (que se supone constante) y “r’

b

el

coeficiente de correlacion cuando |i - j| =1.

Se comprueba que resulta una matriz "A" positiva y simétrica.
Incluso, si se pueden fijar todas las correlaciones bastaria con utilizar
una expresion de la forma

2
dij=p °eri*ri+i°ri+2°...°1-1

y si, ademads, las varianzas no se mantienen constantes para todas las
variantes "Ti" se utilizaria (cuando se puedan estimar)

dij=pi*pjerieri+1°*...°1j-1

Siguiendo la hipdtesis mas simple se consideraria no significativo el
grado de correlacion entre "T;" y "T;" para todo “i” distinto de “j”. Se
llega a una matriz diagonal de varianzas.

Se propone, también, una distribucion normal multivariante para la
distribucion de las estimaciones iniciales condicionada a los
verdaderos valores subyacentes (puede interpretarse como una
aproximacion desde la proporcion binomial de "Ux") de la forma:
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fu/T(u/t) = [(2n)n |B|]_1/ 2 ~/2)-0B -y

siendo "t" el vector de las medias y "B" la matriz de covarianzas.

La fijacion de los elementos de la matriz "B", si se supone la hipdtesis
de independencia, lleva a una matriz diagonal con elementos "b;;" que
son las varianzas de la variable aleatoria "U;". Si se admite la
proporcion binomial como su comportamiento:

ti(1 — ti .
Var(ui) = H1-t) estimandose — bii =
ni ni

mi(l —mi)

(13 2

donde “m;” es la mejor estimacidon para “t” y “n;” es el tamafio
muestral.

Dado que “fy(u)” es constante respecto de “t”, se supone fy(u)=k;
como forma conveniente para la funcion.

Utilizando todas las funciones analizadas, se halla la distribucion "a
posteriori" para "T":

@m " [|aB] ™

ki

Al n-
e—(1/2)[(t—m)A (t-m)+(u—t)'B (u—t)]

fr/u(t/u)=

que puede ser expresada de esta manera:
fr/u(t/u)=kzae e—(1/2)(t—v)‘C‘1(t—v)
con

v=(A"+BH A 'm+Bu)™!
C=(A"+B™)"

n -1/2 a —1/2
[(27I) |A|] [(27[) |B|] ef(l/2)(m'A71m+u'B71u7v'C71v)
ki

2=

(siendo “k,” una constante que no depende de "t").
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La forma de la funcién corresponde a un modelo multinormal de
media el vector "v" y de matriz de covarianzas "C". Por ello, media,
moda y mediana coinciden y pueden representar, a la vez, el vector de
los valores graduados. Ademas, el vector "v" pondera los valores de
"m", que recogen parte de la opinion previa de "T", y los valores de
n.n

u", que contienen los datos observados, segun las matrices de
covarianzas.

La eleccidon de los parametros es guiada por la interpretacion que se
hace de ellos en este método. En la practica, en situaciones poco
claras, se gradian los datos usando varias combinaciones de
parametros y eligiendo segln la coherencia de los resultados.

8.- GRADUACION BAYESIANA ISOTONICA.

Otro sistema de graduacion basado en la metodologia bayesiana es el
aplicado por Broffit (1.987, 1.988). Se corrige una primera funcion de
verosimilitud obtenida a partir de los datos con la distribucién previa
de los parametros (obligados a un cierto orden creciente) para obtener
la distribucion corregida que conduce a un estimador bayesiano. La
influencia del modelo (que representa la informacién previa) evita que
los resultados se apoyen exclusivamente en los datos, que ante una
muestra poco representativa lleva a una estimacion no adecuada.

El proceso que se explicara puede interpretarse como el uso de una
estimacion inicial y a continuacion la rectificacion mediante la
graduacion. Otra interpretacion, mas global, supone entender el
proceso como un problema de estimacion estadistica: los datos se
interpretan segun un modelo que integra la informacion previa que se
tiene de los parametros y la estimacion obtenida ya no necesita
rectificacion.

La funcion de verosimilitud para los datos se tiene analizando una
muestra de “N” individuos, con edades entre “x” y “x+k”, que pueden
salir de la observacion por muerte, retirada o finalizacion del periodo
de observacion. Se supone independencia entre tiempos de muerte y
retirada, fuerza de mortalidad anual constante para obtener la funcion

de verosimilitud como proporcional a
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k . N
L(6,,..6,)~ [ [[o% ]
il

y llegar a un estimador de méxima verosimilitud (sin restricciones por
informacion previa) de la forma

oM :‘V
J ej

siendo “d;” el nimero de muertes observadas entre “x+j-1"y “x+j”, y
“e;” la exposicion o cantidad de tiempo total (medida en afios) que son
observados los distintos individuos.

La nocién de suavidad se incorpora suponiendo una relacion creciente,
conocida como hipdtesis isotdnica, de la forma:

qx < qx+1 <..< dxk-1

Para cada periodo anual se supone una fuerza de mortalidad constante

0j

y, por ello, q,,;;=1-¢"", con lo que la hipotesis isotonica es

equivalentea 6, <6, <...<0,.

En busca de garantizar esta situacion, se desarrollara un estimador
bayesiano que garantice P[@1 <0, <..< @k]=1 y, entonces,

P[@l <0, <..<0, /X]=1 (siendo X la muestra de datos que se
tenga).

El estimador se tomara como:

0" —El0,/X|= 0 <..< 0"

IB B B -oi®
= (qx <...<(xx CON qx+j71 =l-e

Para la distribucion previa se utilizan distribuciones gamma
independientes “Y;”, dos posibilidades son la “previa ordenada” o la
“previa aditiva”:
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(©,,..0,)=(Y,,..Y, /Y, <..<Y,) o
(0,,.,0,)=(Y,.Y, +Y,,.., Y, +..+ Y, )

La segunda opciodn sera la elegida debido a la mayor facilidad para la
especificacion de parametros.

En la denominada “previa aditiva” se pueden considerar las
ecuaciones:

¢1:el 91=¢1
b, =6, -0, 0, =0, +¢,

O =0 =0, O =0+ + 0y
Y llegarse a que son equivalentes las dos situaciones siguientes:

(0,,..0,)=(Y,,Y, + Y,,... Y, +..+ Y} )
(@,,...,0,)=(Y,,....Y,)

Ahora se toman las distribuciones gamma con sus parametros
Y; EG(aj,rj) para llegar a una expresidon proporcional a la

verosimilitud de la distribucién previa:
- ¢
. =1 ,71;9; i =
prlorA(¢l,...,¢k)zH¢j‘ e ¢, >0, j=1..k
j=1

Finalmente la expresion proporcional a la verosimilitud de la
distribucion posterior queda:

pOStA ((1)1 At ¢k ) ~ L(d)l 3t q)k )‘pI’iOI’A ((1)1 e q)k ) ~

K
~ (1,...,¢j)dj¢?j_le_bj¢j con ¢;>0, j=L..k

=1

iend bo=r 4L )
siendo j_errK O+ +9;).
j
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Esto nos lleva a una gamma:

k
pOSt d)l’ 9¢k zH( 1o ’ ) (J’aJ’b)

=l

Para expresar la “posterior aditiva” de forma mas precisa se definen
“k” gammas independientes  Z; G(a i»b J) para j=1,...k;
b=(by,by); a=(ap,..ay); d=(d,....dy); y,
B(d;a;b) = E[Zf“ (z,+2,)" . (Z,+..+7, )" ] Con estos elementos

se puede llegar a:

k
1610, elo;a;.b;)
pOStA(q)l""’q)k) =

(d;a;b)

Para hallar el estimador de Bayes isotonico segln la aditiva previa se
procede recurriendo a la relacion entre pardmetros:

j
IBA _ IBA
0 =3 0!
i=1

Por ello, se encuentra la expresion:
O"* = E(@;/X) = [...[ ¢;post 5 (¢, & A9, ..ddy =
0. 0
b

“ b, B(d;a5b)
considerando que

i)
al :(al,...,ail,a +La,,. ,ak)

¢g(¢;a,b)=%g(¢;a+1,b)
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Dado que el parametro que interesa se obtiene facilmente a partir del
anterior, el problema esta resuelto:

gBA :Zj:(l);BA _ j a_iB(d;a(i);b?
: il 'b; B(d;asb)

So6lo queda por discutir el valor asignable a los pardmetros previos.
Los parametros (a,,...,a, ) y (1j,....1, ) se pueden determinar una vez

que la media y la varianza de (0,,...,0, ) se hayan determinado. Si los

.09

valores dados a la media y a la varianza de “©;” son “6’](.) 7y “v; 7 se

tiene:
0 0 j .
0 -6 :E((Dj):—J, con j=1..,k

a.

0 0 ] .

\& —Vj_lear(QDj):—Q, con j=1,..,k
Tj

donde 69 =v)=0

Resolviendo las ecuaciones

El célculo de B(d;a;b) requiere el uso de un algoritmo o una
aproximacion.

9.- PRUEBAS PARA EVALUAR EL PROCESO DE
GRADUACION.
Una interesante aplicacion de las pruebas para aceptar o rechazar una

determinada graduacion puede encontrarse en Navarro (1.992). Otros
trabajos que aportan mas tests con el sefialado fin se encuentran en
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Benjamin y Pollard (1.980) y en Forfar, McCutcheon y Wilkie
(1.988).

El analisis se dedica a examinar las desviaciones entre valores
estimados y valores graduados a lo largo de toda la secuencia. Se
considera que las desviaciones tienen que estar distribuidas de forma
aleatoria (no hay errores sistematicos en toda la secuencia de valores
graduados) y su distribucion concreta sera coherente con las hipotesis
iniciales utilizadas (segn el modelo binomial, Poisson o normal).

Atendiendo a estas directrices generales se elaboran unas pruebas para
las desviaciones absolutas y relativas entre estimaciones iniciales y
corregidas, considerandolas individualmente y dentro de la secuencia
total. Los tests o pruebas que se mencionan son: test de intervalos de
confianza, test de desviaciones relativas, test de desviaciones
acumuladas, test de signos, test de cambio de signo, test de la chi-
cuadrado, test de Kolmogorov-Smirnov.

El test de intervalos de confianza consiste en comprobar si los valores
obtenidos tras el proceso de graduacion se encuentran dentro de un
intervalo de confianza generado a partir de la distribucién del
estadistico utilizado para estimar la probabilidad de muerte. Se debe
realizar la prueba para toda la secuencia ya que las conclusiones
dependen del niimero de estimaciones corregidas o graduadas que
queden fuera de sus respectivos intervalos. Si es muy elevado el
nimero se tienen indicios de que los valores graduados no recogen de
forma adecuada la mortalidad del colectivo estudiado. Si es muy
reducido el niumero se tienen indicios de que el problema proviene de
los datos en los tramos de edad que se produzca esta situacion. El
nimero de estimaciones corregidas que queden fuera de sus
respectivos intervalos se considera numeroso en funcion del nivel de
significacion tomado. La decision, en todo caso, tiene un margen
amplio de subjetividad.

El test de las desviaciones relativas consiste en comprobar si las
desviaciones, para cada edad, entre el niimero real de muertes y el
valor esperado segun la estimacion corregida, dividido entre Ia
desviacion tipica segln la estimacion corregida (desviaciones relativas
o tipificadas) se comportan o son compatibles con la hipdtesis de
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normalidad.

El test de las desviaciones acumuladas, basado en la independencia de
las muertes a las respectivas edades, consiste en comprobar si la
variable obtenida con las desviaciones sumadas entre el nimero real
de muertes y el valor esperado atendiendo a la estimacion corregida,
para todas las edades, se comporta con ley normal de media cero y de
varianza la suma de las varianzas a cada edad (exposicion por
probabilidad de muerte y por la complementaria).

El test de signos consiste en analizar el signo de las desviaciones
relativas admitiendo como hipotesis inicial que la probabilidad de que
exista una desviacion positiva es la misma que la probabilidad de que
la desviacion sea negativa. Por ello, siendo independientes los signos
para las distintas edades, la distribucion en la secuencia del numero de
signos positivos o negativos sigue una ley binomial de pardmetros “N”
(mimero de edades consideradas en la secuencia) y “0°5”
(probabilidad de signo positivo o negativo para una edad cualquiera).
Con esta informacién, se pueden construir los intervalos de confianza
para el nimero de desviaciones positivas o negativas.

El test de cambios de signo, supuesta la normalidad del nimero de
fallecimientos a cada edad, se basa en la independencia entre las
desviaciones de edades sucesivas con lo que se tiene una distribucion
aleatoria de los signos de las desviaciones (nimero no muy alto ni
bajo de cambios de signo). Es posible construir intervalos de
confianza para el nimero de cambios de signo.

El test de la chi-cuadrado comprueba que la suma de todas las
desviaciones relativas o tipificadas elevadas al cuadrado se distribuyen
como una chi-cuadrado de “N-n” grados de libertad, siendo “N” el

nimero de edades considerado y “n” el nimeros de pardmetros
estimados en el proceso de ajuste.

El test de Kolmogorov-Smirnov se basa en la convergencia casi
segura de la funciéon de distribucion empirica de la muestra a la
funcién de distribucion poblacional. Se plantea el estadistico con una
distribucién asintotica libre de la funcion de distribucion poblacional,
dada la distribucion uniforme en [0,1] para la variable obtenida con
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los valores de la mencionada funcién de distribucion poblacional.

Interesa definir la variable numero de fallecidos a cada edad,
identificar la distribucion de la poblacion con las muertes esperadas
segun el modelo de graduacion e identificar la distribucion empirica
con el nimero de muertes realmente ocurridas (informacion muestral).
El mayor problema que se presenta al aplicar este test en el proceso de
graduacion radica en que la distribucién poblacional (segin los
valores graduados) se derivan (en parte) de las muertes reales (los
mismos datos reales que generan la distribucion empirica). Para
admitir la validez del test deberia existir independencia entre la
obtencion de fallecimientos esperados a cada edad y los datos de
fallecimientos reales. En la mayoria de los casos esto no se produce. A
pesar de ello, sigue aportando una prueba negativa: si se obtienen
discrepancias significativas entre las dos funciones el proceso de
graduacion no serd satisfactorio.

10.- CONCLUSIONES.

Con el objetivo de finalizar esta revision critica de los diferentes
métodos no paramétricos de graduacion actuarial incluyendo los temas
mas recientes conviene, a modo de resumen, seflalar varias cuestiones.
La graduacién es un tema actuarial aunque la exposicion y desarrollo
de estos métodos confirma, obviamente, que su naturaleza es
compartida por dos Ciencias: la Actuarial y la Estadistica.

Es importante, ademas, no so6lo realizar las estimaciones estadisticas
pertinentes, sino también, establecer si éstas pueden o no considerarse
correctas gracias a la aplicacion de distintos tests comentados en el
ultimo epigrafe de este articulo.

Se trata de un campo de estudio aun en desarrollo, muy interesante y
en el que se deberia continuar investigando para poder ofrecer cada
vez mejores estimaciones que ayuden a elaborar tablas de mortalidad
mas ajustadas al fendémeno actuarial que describen y, por tanto, con
una precision y fiabilidad mayores.
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